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Niech x oraz X oznaczają zbiór zmiennych X1, X2,..., Xp oraz macierz 
(o wymiarach n x k), której element z;; jest wartością j - tej zmiennej dla i 
- tej obserwacji (i=1,2,...,n; j=1,2,...,k), czyli 


x = {X1, X2,...Xe} 


zaś 
Zı T12 *** Tik 
X= | ta Za +++ To 
| Tnl Tn2 ''' Tnk 


W literaturze przedmiotu rozróżnia się dwa rodzaje współliniowości; współlinio- 
wość algebraiczną oraz statystyczną. 

Definicja 1 

Zmienne X;, X2,...X4 są współliniowe algebraicznie wtedy i tylko 
wtedy, gdy rz(X) < k, gdzie rz(X) oznacza rząd macierzy X. Definicja 
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ta jest równoważna stwierdzeniu, że zjawisko współliniowości algebraicznej 
w zbiorze x występuje wtedy i tylko wtedy, gdy 


k 

V A > By zi; =0 
Berk illa.) j=1 
8+0 


gdzie 8; jest j-tą współrzędną wektora 8. 

Definicja 2 

Zmienne Xy, X2,..., X, są wspólliniowe statystycznie wtedy i tylko 
wtedy, gdy co najmniej jedna z nich jest silnie skorelowana z pozostałymi. 

Specyficzny charakter zmiennych ekonomicznych sprawia, że w eko- 
nometrii przydatna jest przede wszystkim definicja współliniowości staty- 
stycznej. Dane empiryczne najczęściej mają postać szeregów czasowych. Dla 
takich danych współliniowość jest zjawiskiem typowym, gdyż często mają 
one tendencję do podobnego kształtowania się w czasie. W przypadku da- 
nych przekrojowych występowanie współliniowości tłumaczy się najczęściej 
tendencję do dość proporcjonalnego zmieniania się obserwowanych wielkości 
na skutek zmian jednostki obserwacji. 

W niniejszym artykule przedstawiamy zastosowanie macierzy brzego- 
wych w wybranych metodach współliniowości, jak metoda Farrara-Glaubera, 
Schipsa-Stiera oraz Theila. 

Niech R = [r;;] (1,5 = 1,2,..., k) będzie macierzą korelacji dla zmien- 
nych zbioru (Xy, X2,..., Xz}. 

D. E. Farrar i R. R. Glauber! proponują taką metodę wykrywania 
wspólliniowosci w której określają miarę 9; postaci: 


j = Rzy ;-1;41.4k— Roi. (3 = 1,248), (1) 


gdzie R;1.;-1341...k Oznacza współczynnik korelacji wielorakiej między 
zmienną X; a pozostałymi zmiennymi zbioru x, zaś Roy, z jest współczynni- 
kiem korelacji wielorakiej między zmienną objaśnianą Y a zmiennymi 
objaśniającymi X1, X2,...Xx. . Jeżeli 


; 8<0, 
jE(1,2,...,k) 
1D.E. Farrar, R.R Glauber: Multicollineary in Regresion Analysis: The Problem 


Revised ” Review of Economics and Statistics 1967, vol. 49; Theil H.: Principles of 
Econometries North - Holland Publishing Company, Amsterdam - London 1971. 
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to w zbiorze x nie występuje zjawisko współliniowości. Jezeli 


A 9; 2, 


3€11,2,...,k) 


to zmienne zbiory x sa wspólliniowe. 
Wiadomo, ze wspölczynniki R;1..¡-15+1....;k= Bor. wyrażają się od- 
powiednio wzorami: 


R;1..;-1j,..k = y(R;)T R} R; (j = 1,2, ..., k) (2) 


Ror. = y (RO)T RARO, (3) 


gdzie Rj; jest podmacierzą macierzy R powstałą przez skreślenie j-tego wier- 
sza oraz j-tej kolumny, 


(R)T = [repeater 53 +10 PH, 


(R°)? = [ry xs ry xry x, | 
zaś ryx, oznacza współczynnik korelacji między zmienną objaśniającą Y i 
zmienną X;. 

Oblicznie współczynnika R; ;11;41..k Oraz Ro... odpowiednio ze 
wzorów (2), (3) sprowadza się przede wszystkim do wyznaczenia macierzy 
odwrotnych (R;;)7! i Ro}. 

Aby tego uniknąć współczynniki te można w prosty sposób wyznaczyć 
korzystając z macierzy brzegowych w oparciu o następujące dwa twierdzenia. 

Twierdzenie 1? 

Jeżeli macierz wewnętrzna A macierzy brzegowej A, zdefiniowanej 


następująco 
9 Z [(k+t)z(k+1) 
gdzie A= [as] (i,j = 1,2,...,k), 
9 = [91, 92, sory gk), 
fT = [fis fa E, fx], 
- z E R(R- zbiór liczb rzeczywistych) 
jest nieosobliwa, to 


(4) 


——! = z-gA!f. (5) 


2M. Kolupa: Macierze brzegowe w badaniach ekonometrycznych, PWE War- 
szawa 1982. 
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Twierdzenie 23 
Jeżeli macierz brzegową A, daną wzorem (4), której macierz wewnę- 
trzna A jest nieosobliwa, sprowadzamy do górnej macierzy trójkątnej D, 


to 
det A, A 


= 6 
gdzie d jest elementem macierzy D stojacym w jej prawym dolnym rogu. 
Na mocy twierdzenia 1 oraz wzorów (2) i (3) współczynniki: 
Ry1...;-1j4...k, Roa..k wyrażają się wzorami: 


detR!'! „. 
Ry 1...1-15,...k = det Rz; (j = 1,2, yk), (7) 
det R' 
Ro... = TAR’ (8) 
gdzie : 
Ri: R; 
R" = | (RT o | , (9) 
R RO 


, cs detR!! | |detR' 
Obliczanie ilorazu y m i \ R 


2. W tym celu należy sprowadzić macierze R!!, R' do górnych macierzy 
trójkątnych wykonując odpowiednie przekształcenia elementarne. Wówczas 
elementy stojące w prawych dolnych rogach tak otrzymanych macierzy są 


wykonujemy zgodnie z twierdzeniem 


równe wspomnianym wyżej ilorazom, czyli współczynnikowi R? ij- ak 
oraz MB, po 

B. Schips i W. Stier* jako miarę natężenia współliniowości proponują 
współczynnik A określony wzorem 


. k 
A= Pas Zz Drix 11 


j=l 


3Tbidem. 

*B. Scips, W. Stier: Bestimmung der Answirkung von Multikollinearitat zwi- 
schen den erklarenden Variablen in linearen Regressionsmodellen auf Kleinst - Qu- 
adrate Schatzwerte durch Simulation, ”Statistische Hefte” 1971, nr 2. 
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Współczynnik ten przyjmuje wartości z przedziału < —k + 1,0 >. Schips i 
Stier twierdzą, że jeżeli A = 0, to zmienne Xj, X2,..., X, nie są skorelowane. 
W przeciwnym wypadku, gdy A # O zmienne X1, X2,..., X, są skorelowane. 
Natężenie współliniowości w zbiorze x jest tym większe, im bardziej A różni 
się od zera. W powyższej metodzie współcznnik Ro.ı...r również można obli- 
czyć na podstawie wzoru (8) i twierdzenia 2. 

W pracach Gruszczynskiego? i Theila, jako miarę natężenia wspóllinio- 
wości proponuje się współczynnik 


k 
9 = Riik- S (Rii. = Ró 4..5-15+1...k)- 


j=1 


Wspólczynnik Y podobnie A jest miarą należącą do przedziału < —k+1,0 > 

i jego mała wartość świadczy o silnej współliniowości w zbiorze x. Do obli- 

czania współczynnika Y można również wykorzystać twierdzenie 1 i 2. 
Wiadomo, że 


Ron Seige = (BR) (Bp) "RR G=1,2,..,k) 
stad na mocy twierdzenia 1 współczynnik Ro ;..;—1;4+1...k wyraża się wzorem 


detR'! 
Ro.1..j-1j+1..k = dany’ 


gdzie 


_ | "ZE 4 
=| ite 8. 


przy czym RY oznacza wektor postaci 


Ira "YX, Ira trau). 


Z kolei aby wyznaczyć iloraz SBE, 

det R;; 
i sprowadzić macierz Ri, (wykonując przekształcenia elementarne) do 
postaci górnej macierzy trójkątnej. Element stojący w prawym dolnym 
rogu tak otrzymanej macierzy będzie równy kwadratowi współczynnika 
Ro.1...;-1;+1..x. Wspólczynnik Ro... można również obliczyć korzystając 


z wzoru (8) i twierdzenia 2. 


należy wykorzystać twierdzenie 2 


SH. Gruszczyński: Współłiniowość zmiennych i jej wpływ na estymację modeli 
ekonometrycznych. Praca doktorska, maszynopis, SGPiS, Warszawa 1977. 
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Poniżej przedstawiamy przykład liczbowy iłustrujący zastosowanie 
macierzy brzegowych w metodzie Farrara-Glaubera. 


Przykład: 
Niech x = {X1, X2, X3} oraz 
i 0.3 05` 0.6 | 
R="|03- Le REGAT = wee als (12) 
0.5 08 1 | 0.3 


Najpierw obliczmy Y; dla j = 2 przy pomocy wzorów (2) i (3) a później 
stosując macierze brzegowe, tzn. korzystając z twierdzenia 1 i 2. Na mocy 
(1) mamy równość: 

02 = Rois — Ro.123 
Aby wyznaczyć Ro 13 i Ro.123 przy pomocy wzorów (2) i (3) należy obliczyć 
(R i R71. Po odpowiednich przekształceniach otrzymujemy, że: 


"18/13 5/13 -1 

CH ee vil R” 5/13 75/26 -5/2 
a re =1 5/2 91/26 

Wtedy 
1 [ 3/5 

RE 4/3 -2/3 R 
(RZ 13 = [8/10 8/10] - | -2/3 4/3 | s = 0.36 

18/13 5/13 -1 ` 3/5 

(Rss = [5/3 1/5 3/10]. | 5/13 75/26 -5/2 | - | 2/5 | =0.36 


-1 —5/2 91/26 | 3/10 
czyli (z = V0.65 — V0.36 ~ 0.8 — 0.6 = 0.2 
Z M obliczamy V, wykorzystując macierze brzegowe. 
Korzystając z wzorów (9), (10) i (12) otrzymujemy macierze R!!, R' 
następującej postaci: 


1- 05 0.3 
Ris | 05 A 084, 
-0.3 -0.8 0 


1 03 05 08 
OF 2. 08 02 
os “08” 1 88 
-0.6 -0.2 -0.3 0 
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Nee DICO W Me 11 1 > ==KÁ 


Zgodnie z twierdzeniem 2 przeksztalcamy macierz R™ oraz R' do postaci 
görnej macierzy tröjkatnej. W wyniku tych przeksztalcen otrzymujemy: 


1 05 03 |1 05 03 
R"-|0 075 0.65 | — | 0 0.75 0.65 |, 
o -0.65 009} | 0 0 0.65 
1 03 05 06` 1 03 05 06 
R= 0 0.91 0.65 0.02 | [0 0.91 0.65 0.02 
0 0.65 0.75 0 0 0 03 -00 
o -0.02 0 036| (0 0 0.01 0.36 


1 03 05,06 
0 0.91 0.65 0.02 
o 0 03 -00i |’ 
0 0 0 0.36 


czyli Reis = V0.65 ~ 0.8 oraz Ro 123 = 40.36 ~ 0.6. Stąd 92 = 0.2. 

Podsumowując należy stwierdzić, że macierze brzegowe wykorzy- 
stane w wyżej omawianych metodach badania wspölliniowosci zmiennych 
objaśniających w znacznym stopniu ułatwiają obliczenie występujących w 
nich współczynników. 


SUMMARY 


The present article is devoted to the application of the borderline matrix in three 
methods of studying collineation; the methods of Farrar-Glauber, Schips-Stier and Theil. 
Certain properties of these matrixes make it possible to calculate the values of different 
coefficient applied in these methods. 


